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A E R T l i\l E N T O 


!.e Tavole che seguono delle Funzioni circolari ed iperboliche, abbenchè 
sicno stampale da più di tre anni e sudo da me stesso applicale alla risoluzione 
di alcuni problemi di ottica matematico :*i, non hanno potuto prima di ora essere 
rese di pubblica ragione. 

Il Ch. Commendatore Prof. 0. F. Mossotli Senatore del Regno d’Italia, che 
con danno dcl|g scienze e lutto del paese ha cessalo non ha guari di vivere, 
aveva da mollo tempo concepita la idea di queste Tavole. In seguilo ragionando 
mero della utilità che se ne ritrarrebbe nella risoluzione di varii problemi di 
Algebra e di Meccanica ed esponendomi in generale il piano con cui intendeva 
ch'esse fossero costruite, ha fìoilo con propormi questo lavoro, lasciando a me la 
cura di esporre nella Prefazione ch'Ei vi farebbe, la costruzione e l'uso di esse. 

.Mancalo ai vivi queU'uomo emerito. Ira i tanti e preziosi manoscritti che ne 
ha ereditata la scienza, si sono ritrovati quelli altresì sulle Funzioni iperbolicht. 

{*} V. ànna/i delU Vnwertità Ttttcant Tomo V, anno t85H-l86t, e il .Vuoro CimtnU 
Tomo X anno <859. 
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Per isvcniura, essi non sono completi, nò tutti condotti ad eguale perfezione. 
Esaurita la parte che mi riguardava, bisognava dunque completare anche quella 
che l'illustre Professore si era riserbala. Avutone l'incarico dal Ch. Prof. Enrico 
Retti, alla cui alla intelligenza furono solluposii lutti i manoscritti indicali, ho 
impiegalo le mie deboli forze, riempiendo le lacune, a pubblicare qui, accom- 
pagnali da qualche nota, quelli tra essi, che si riferivano a queste Tavole. 

Gli articoli che ho aggiunti, si per compiere, come per colicgarc tra loro le 
(tarli scritte dal nostro Autore, sono distinti col segno ■, uno posto al principio 
t'd un altro alla fine di essi. 

E qui mi sento in dovere di aggiungere che questa operazione mi è riu- 
scita fienosa, perciocché Quegli che aveva lasciale quelle memorie, mi era 
stato maestro e benefattore. 

Di Pisa li i Settembre 1863. 


Prof. ANGELO FORTI. 
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TEORIA ED APPLICAZIONI 

DELLE FENZIONI CIRCOLARI ED IPERBOLICHE 


DI O. F. MOSSOTTI 




1 . 

RappivscDiino nella {Fiy. 1) A hCd un circolo e<l AB E una ipcrbola aventi 
un centro comune C; il raggio dell uno e il semiasse trasverso deU'altra essendo 
eguali all'unità. 

Le equazioni di queste due curve saranno espresse da 
x’ + y*— 1 ; . 

Queste due equazioni si permutano luna nell'allra, cambiando il coelTiciente I 
di y’ in — t . 

La prima di queste equazioni dà dei valori reali di y quando quelli di x 
sono compresi fra zero od uno; la seconda quando i valori di x passano dal 
valore uno airinOnilo. 

L'ascissa C q=x c l'ordinata pq — y nel circolo, e l'ascissa CQ;:rx e l'ordi- 
nata PQ -y neH’iperbola non che la tangente comune AT in ambedue conside- 
rate nella prima come funzioni del settore ipcrixilieo PC A, si chiamano risfietti- 
vamente funzioni circolari o funzioni ipcrixtlichc dei detti settori. 

2 . 

L'uso di queste funzioni nell'analisi, rimonta ai priinordii del calcolo diffe- 
renziale c integrale. Troviamo infatti nella proposizione Vili del libro II Pliito- 
fophiae nùtitralis Principia mathematica che Newton in seguito al suo lemma con 
cui pose i fondamenti del calcolo differenziale, da esso chiamato calcolo delle 
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llussioni, IraUando deirascci» c discesa dei gravi net mezzi resistenti propor- 
zionalmente al quadrala della velocità, rappresenta colla tangente di un settore 
circolare la velocità di un grave che ascende e colla tangente di un settore ijrcr- 
liolicu quella di un gravo che discende; c nella proposizione IX prova che questi 
settori sono rispctiivauicnie proporzionali il primo al tempo decorso daH istanle 
in cui il corpo d stalo lancialo verticalmente sino a quello in cui ha finito di 
ascendere ed il seconda al tempo che passa dall' istante in cui il corpo comincia 
a discendere sino a quello io cui è ritornalo ai punto da dove è stato lanciato. 

Se ora si osserva che f equazione, la quale somministra la relazione fra la 
velocità c il tempo nell'ipotesi assunta, è data, come à. nota ai geometri, da 



nella quale le ordinale verticali sono prese dall'alto in basso, c dinota la velocità 
del corpo neU'islante corrispondente alla line del tempo 1,;/ la gravità relativa 
nel mezzo e à la velocità che Huyghens chiamò lermitiak {*\ si ravvisa subito 
che Newton, seguendo il costume de suoi tempi, in cui l'analisi infinitesimale 
non era ancora stala ammessa come mezzo di dimostrazione in un' ojiera grave, 
come era quella dei l’rincipii ec., ha tradotto in una costruzione geometrica l'inte- 
grale delfequazionc prccedcnic, che quando si conti il Icmpo in cui la veiorilà 
è nulla, è dato da una delle due formule 

iirrA'lan^ f e — A' tan A t , 

.secondo ohe si fa uso in essa del segno -4 o del segno — . * Oiiell h sta ad indi- 
rare la parola iperholkn. « 

I^a scoperta più iinporlonle rispetto alf analogia che passa fni le funzioni 
iperboliche e circolari fu fatta da Moivre. Questo distinto geomeira essendosi 
proposto il problema di trovare quale è fcsprcssione dclfordinala dell'iperbola 
equilatera, il cui settore uguaglia una parie aliquota r di un dalo settore corri- 
spondente alf ordinata Y. fu condotto alf equazione 

I/TTy’ - Y {Vy 

Vfd8n>i le mie Lezioni di Meccanici razionale art. tifi 
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indi, avRndo osservalo che l'equazione dell iperbola equilatera si irasforoia in 
quella dol circolo, cambiando y* in — y* c quindi y in ly . dedusse con un cal- 
colo analogo che anche nel circolo si deve avere 


ai Kl -V’±iY -y’i.y'- , 

cd i geometri ben sanno che questa equazione, IradolUi in una costruzione geo- 
metrica, condusse l'nulore al celebre teorema, conosciuto sotto il nome di Tto- 
lema di Moine, che servì in seguilo di base alla teoria analitica delle funzioni 
circolari (*'•. 

1 . 

AITepoca in cui Moivre pubblicft il suo teorema, l'uso di dinotare il seno, 
co.seno e tangente di un arco a o della doppia area del settore corrispondente, 
per mezzo dello stesso arco, scrivendo sena, cosa, lana, se si eccettui qualche 
raro esempio, non era stalo introdotto comunemente nell'analisi, e queirAutore 
non diede alla sua equazione 'a la forma analitica con cui è rappresentata oggi- 
dì, cio^ 

I) cos rn±i sen ra = (cos a -f i sen a':’' 

Fu Federico Cristiano Mayer che circa la stessa epoca Irallando nelle Memorie 
flell'Accademia di Pietroburgo le due Trigonometrie piana e sferica, introdusse 
la nuova notazione, svolgendo in formule algebriche i principali teoremi delle 
medesime. Questa notazione fu sommamente atta a favorire il confronto delle 
funzioni circolari colle iperboliche; ed infatti pochi anni dopo, Vincenzo Bicrati 
e seco lui il Saladini, dinotando l'ordinala, l'ascissa e la tangente dcH iporbola 
con sinha, cosha. lanho , si accinsero a dimostrare per lo funzioni ipcrlioliche, 
le formule che l' Eulero ed altri geometri avevano gih reso di uso comune per 
le funzioni circolari. Quegli autori avendo pi-rò preferito di dedurre le formule 
iperboliche direllamenle, quasi non faces.scro una sola famiglia colle circolari, 
non si attennero al semplice principio di Moivre che basta cambiare nelle for- 
mule .s[)ellanli al sistema circolare a, sena, coso, tana in la, t sinha, cosho. 
itanha per avere quelle corrispondenti al sistema iperbolico, o viceversa in 
(|uelli corrispondenti al sistema iperbolico a, sinha, cosha, lanho in io, isina . 
cosa, ìlana [X'r avere le corrispondenti al sistema circolare. Da qui ne venne 
che le loro dissertazioni divennero prolis.se e ridondanti di ripetizioni siiperniie. 
talché trassero l)cn poco rallenzione dei geometri, che a qucH'epoca era assor- 

MnivBt. Misrellanen anatytita ile serkbus et yuadrahiriiii. Almo I7M 
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bit» dalle moltiplici produzioni colle quali a brevi inlervalli di tempo, Clairaut, 
Eulero, D’Alembcrt, Daniele Bernoulli, Lagrange, maravigliavano i matematici . 
di Europa. 

5 . 

Pochi anni dopo i lavori dei suddetti geometri, Foncenex nel I. volume 
ilella Miscellanea Taurinensia, e Lambert nel XVII volume delle Memorie delt'Ac- 
rademia di Berlino; il primo discutendo la questione dei logaritmi negativi, il 
.secondo trattando della irrazionalità e trascendenza delle funzioni trigonometri- 
che, illustrarono incidentalmente l'analogia che passa fra le funzioni circolari ed 
qierboliche. Lambert ritornò ancora suli'argomcnto dello funzioni iperboliche nel 
XXIV volume delle memorie suddette. Essendosi proposto il problema di ridurre 
ad un calcolo più semplice la costruzione di una tavola che desse l’azzimut e la 
distanza zenitale di un' astro por diversi angoli orarii, tenendo costante la 
distanza polare del medesimo e la colaliltidine del luogo, e si fa variare soltanto 
l'angolo orario, introdusse la considerazione di un nuovo angolo ch'egli chiamò 
angolo trascendente. Quest'angolo si costruisce conducendo dal punto T, ove il 
raggio vettore condotto alla i|>erlxila interseca la tangente AT una parallela TS 
all'asse trasverso e tirando dal centro del circolo un raggio CS al punto ove 
questa parallela incontra il circolo. Tale angolo SCA ha la proprietà che la sua 
secante uguaglia il coseno iperbolico del punto P; e la sua tangente il seno iper- 
bolico dello stesso punto. 

Il sig. Guddermann in una lunga Memoria inserita nel Giornale di Creile 
Voi. VI. intitolata Theorie der Polenlial-Funclionen ba trattalo con una stessa 
analisi le funzioni circolari ed iperboliche come aventi la stessa origine; ha espo- 
sto il modo di costruire cd ha costruito infatti delle tavole che danno i valori 
relativi di esse funzioni. 

Le sue tavole però sono incomode; c il solo merito che noi ravvisiamo 
nel suo lavoro sulle funzioni iperboliche consiste nell'aggiunta ch'egli ha fatto 
di varie e nuove applicazioni. 

6 . 

a Per porre sott occhio del lettore c <limoslrare ad un tempo le formule 
che hanno servilo alla costruzione delle Tavole che seguono, riprendiamo l'equa- 
zione del circolo di raggio a che è 

(I) x' + y'-a' . 

Considerando un punto qualunque p(ar,yl {Fiij. l) di questo circolo e chiamando f 
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l'angolo che il raggio corrispondente Cp fa con l'asse delle x, avremo 
ar— a cosy , yrraseny , 

ossia, chiamando u il doppio settore circolare di cui y è l'arco, avremo 
ajzrocosu ; scnw , 

ovvero, servendoci degli esponenziali, 


( 8 ) 




t'w 

e 


. 

4- c 


2 


Iw 

e -e 



Che se finalmente supponiamo a=1 , avremo. 


( 3 ) 


lu . -m 

e +e 


y~- 


i« -I» 

e -e 


2i 


che possono anche scriversi così 

( 3 ') 


COS u= ■ 


tu -IV 

c +e 


2i 


L’equazione dell' iperbole avente a per raggio trasverso e riferita allo stesso 
sistema di assi è 

(i) x' — y'—a* . 

Se prolunghiamo il raggio Cp sino all'iocontro dell'iperbola in P e chiamiamo 
X , y le coordinate di P, dico che avremo 


quindi se a=1 , 


e +e 


e -t-e 


2 


y=a- 


y= ■ 


dove u è similmente il doppio settore iperbolico formalo col raggio vettore C P=r, 
dall'arco iperbolico, e dal raggio trasverso = 1 ■ a 
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Infalli rireriamo I ipvrbula a coordinale polari, avremo 
1^3 3'=rcosf ; .y:rrsenf , 

colle quali posizioni l'equazione (4) ci dà 


' cos 2 ^ 

e quindi eliminando r dalle preredenti, si dedurrà con facili riduzioni 


^cos2ip 


sena 

' COSZf 


Ora le derivata prima del settore » compreso fra l'a.sse delle x, la curva e il 
raggio rettore r pure relativamente all'angolo y, è espressa, come è nolo, da 



e sostiluendo per r’ il precedenlc valore e passando alla primitiva, si ricaverà 

a* /' do n* . t 4 laiio . /r \ 
i f eos 29 i '’t— lanip 4 '4 ' 

la costante arbitraria essendo nulla poiclii'i s Cf svaniscono assieme. Se si pom 
8 = i log/l tan (^ ^ y) 


'ji rappresenterà il doppio settore corrispondente all'angolo f nella iperbola equi- 
latera il cui asse trasverso è l'unità, e la surriferita c<|uazionc potrà mettersi 
sotto la forma 

*" I 4 tati o 

il e — . 

1 — tan y 

dalla quale si dedurrà viceversa 

€ - I 

^,0ì tan^ ■ 

r 4-1 * 4e 
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Questo valore sostituito nelle formule che danno cosy, scnip, cosSy in funzione 
di tany, riduce le tre equazioni (6) e (7) alle seguenti 


( 11 ) 



( 12 ) 


37 = 


«I 

e 


4-e 


8 



che sono appunto quelle che si dovevano dimostrare. 


7. 


a Le coordinate x e y del punto P dcll'ipcrbola date dalle (I2j si chiamano 
seno c coseno dell' iperbola equilatera di raggio trasverso = I per analogìa 
all'essersi chiamali senw e cosu l'x e y coordinate del punto p corrispondente 
del circolo di raggio I. Esse si scrivono senhu; coshu . 

Se dal punto t estremità della tangente dell'angolo y, si conduce [Fig. 2) una 
parallela all asse, il punto t d intersezione di (juesla retta col circolo, segna la 
estremità di un arco od un angolo 

TCr=T , 

il cui seno à espresso dalla formula 

(13) 8enr=tany . 

E.saminando la Ggura, si vedo che 

px=y = senhti) , Cx=x=coshu , 
e quindi per le (12), 

(14) senliwzr — — ; cosh i»>= " ^ * 

dove ci sovverremo che w denota il doppio settore iperbolico e y il doppio settore 
circolare o l'argomento corrispondente. 

Dalle (13) e (li) si ricava 

arnhu 

il") r — = tanhu = tany = senr , 

ma h f.» * * 
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i onie pure che 

()61 cosh’w - sen h’&i= I 

Ora siamo al caso di dimostiaro la proprietà indicala sopra dell'angolo trascen- 
dente, segnalala, come si disse, dal Lambert. 
naireiiua7.ionc (13) si ricava 


I 

COST 


cosy 


tan r:i: 


scn^ 


V^cos 2 9> J'cos 2 91 

le quali formule confrontate con le ,7ì, dove si faccia or: 1 , ci danno 


1 _ 
cost “ 


ossia 

( 17 ) 

ossia 


ciò che si dice che 


— coshdi 

COST 


sect=coshM 


CcrrCir 


lantrry , 


tao r scnii u , 
lanrzrsenhia , 


re—px 


Questa osservazione dà un mezzo facile per costruire l'iperbola |>cr punti. 
Sostituendo inoltre il valore di tanf dato dalla (13) nella [91, troveremo 

1 t seni 

C M j ■ ' ' * 

1 -seoT 


e ponendo per un momento 

(a) 

avremo 


senT=— cos9 , 

1 — cosff 
~ 1 -I- cos e 


Ma si ha 


1 — cos8=2sen’; 9 


1 -1- cos 9 =: 2 cos’ J 9 , 
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dunque 

(b) «*"=:lan*je = tan’ 

)^'laccbè la posizione (a) corrisponde a 


Dalla b) ricaviamo 

( 18 ) 

Dimodoché la trascendente u, il senhu, il cosliu possono per mezzo delle formule 
(17) e (18) calcolarsi molto semplicemente prendendo per argomento l'angolo r 
come ha fatto Lambert in una piccola tavola posta alla fine della citata memoria. 

Dirò infine che f angolo trascendente introdotto da Lamlx;rl gode di varie 
proprietà, che lo remlono utile specialmente per ridurre le formule binoroic della 
trigonometria sferica a delle formule monomie. 

Come tulle le relazioni che sussistono fra i coseni e i seni degli archi o dei 
doppii delle aree dei settori circolari divisi pel quadralo del raggio, si possono 
dimostrare colle prime formule immaginarie, cosi altrcllantc formule analoghe si 
potranno derivare relativamente ai coseni, e i seni dei fattori iperlioliei . 

Passiamo a far vedere come delle quantità numeriche qualunque possono 
rappresentarsi col mezzo delle funzioni circolari ed iperlmlirlic . a 

8 . 

Impiegando le note formule trigonometriche e lenendo a mente l'osserva- 
zione che abbiamo fatto per il pas.saggio del seno e coseno circolare al seno e 
coseno corrispondenti iperbolici, avremo 

lan(2in-t-w) — - lan^(2i f l)it — uj =tunu 

,B' lan(2iit4<uj^— 1) “ — tan^ 2i-|- 1)n — wV' - 1^ :r - I tan li « (*"i 



log lan ( j + ; t) 

j 

log e 


{•) Infatti lan l)=tanwj/^l 


senwj/— 4 Isrnbw 

= ■ Y ■ ■ — Uanh-w. 

cash** ^ 
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[C' lan(^2i+ !)n + uK — i) = - + — . 

Dalle quali si vede che con una tangente reale di un settore circolare reale u<i 
immaginario, si può rappresentare una quantità qualunque reale o immaginaria 
compresa fra 0 c so e fra 0 e — w poiché i valori di tangente u si estendono 
da 0 a ± X e quelli ditanbudaOa +1. 

Parimente avremo 

lan2t — I- tan — 

A)' tan — (Sii: -f mÌ ~ 

n ' . „ . a u 

1 - tan 2i — tan — 
n n 

tan (2 1 + 1 — tan — 

' n n 

I + tan[2i+ 1)— tan-- 
' n n 

^ tan 2i-^ + V' - i tanh 

,BV tan — (2 iti+“I^ — l) — 

' 1-»'-1lan2.~tanh- 

n n 

tan(2i + 1)— — 1^— Itanh — 

(B) " tan — ^{2t + I y — uV' - ^ 

1 +1^- Uan(2i-|-I) — lanh — 

' n n 

tan{2i + J) — + 1^ — llanb— 

(C) ’ tan-((2i + l]5r + u»^~Ì) =: — ^ — 

1 - p' - 1 ian(2i'+ 1) ~ lanh 

tan(2i'+j)— d-p' — 1 lanh — 

(C)" Unl((2.-fi)* + <.I/'-l) = — 1 . 

I -P' — ilan(2«+i)»ttanh-^ 

Parimente 

Un ((2Ì-I- l^=lan^y-(-».|/—t^ =— tan = — cot 

_ 4 -I p'^ 

UnhHp' — 1 y — lUnh» tanh» 

A. F. 
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;A)" tan^((2.-M)n-<a) 


1 5 

Dalle quali appare che per tulli valori di i estesi da 0 all'oc, le tangenti dei 
primi membri non possono ricevere che un numero n di valori diderenti. 


Consideriamo ora le corrispondenti funzioni iperboliche. 

(.\,) tanhi2inV'— 1 +UÌ r: - tanh((2«+ — t — wj zrlanhu 

^B,) tanh (2ia|^ — I + wF' — 1)=: — tanh^{2i+1)»t>^ — i -uV - lanbu 

iC,l tanh((2i + ;}irV' -1 +<u^ = — tanh((2i + ;)al^— I +a>) = tanhoi ’ 

e quindi 

— I'' — t tan 2t — + tanh — 

;A,)' tanh^(2i>»^ -7 + «) =: — 

1 —V — 1 tan2i— lanh — 
n n 

K - ltan( 2 t-f 

(A.r tanh-(;2i-H}nF'3T-ta) zr — 

1 +y — 1tan(2« + 1) — tanh — 


- — 1 ^tan2i — + tan— ì 

iB.V tanh - (2 iny~i +uV-\) = 1- 

n ' / . w 

^ — (anSt — tan — 
n n 

. —V — 1 (tan[2(*f 1 )— — lan — ) 

B,V Unb-f(2.+ \)r.y^^-mV -T)= " 

nV' ' / . jf 

1 f) — tan-“ 

fi fi 

->'‘^Ttan(2i+J)- + tanh - 

(C,)' tónh-(^2.• + l)«F'-^+<a) = ^ 

1 — K — 1tan(2i+j) — tanh — 

fi fi 

, -f'-1tan(2«-|-;) — + lanh — 

(C.)" tanh 1{(2. + - 1 + 0 .) = 2 2 (*). 

fi ' / , Tf M 

I .1/_1tan(2i + |)-tanh- 

fi fi 

(*J Qui l'illustre Professore aveva preparata una lunga serie di formule circalari 
colle corrispondenti iperboliche in appoggio del suo assunto. Ha siccome esso insieme ad 
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9. 

Anclie la formula di Moivre, (b) ari. i, ha la sua corrispondente nelle 
funzioni iperboliche. 

Infoili si ha identicamente 






e» + e-» 

H 

S 

1 

% 

/e* 

e»- 

+ 

i l ^ 

\ 2 

2 

e» + c-* 

e^ - C‘*^" 

/e* + c'* 

c^-. 

2 ^ 

2 ) 

V 2 

— 2 



ossia sostituendo ai hinoinj esponenziali le funzioni iperboliche dateci dalle (b 
pagina 4 della .Memoria stampala negli Annali rfi Scienze Matematiche e Fisiche 
di Koma nell Ottobre 1851 (*) avremo 


2coshm,T — (coshj'+ .sonili' " + (coshx- senhx ^ 
2senbm.r .r [cosh.r + senbx'" — (coshx- scnhi'" 

e quindi 

( 19 ) 


( costi mx + senh mx =: (eoshx4 senhx)“ 
i cos h m.x — sen h mx — (cos h x - sen h .ri" 


B Ua queste formule si possono ricavare quelle di Moivre. 

Infatti se si cambia nelle (1 9) 

X in x|^ - 1 ossia in «x avremo 

Ì coshmxf' — 1 + senhmxf' — I — (cos hip" — I 4-sonhx|^ - 1 

.. 

coshmxp' — 1 — senhmxK — I =:(coshxV' — I - senhxK - I ,i” 

Ora se si osserva che facendo nelle (1 4) up' — 1 invece di u e se si confron 


altre spettanti al Calcolo ibtreronziale cd integrale sono già state da l.ui esjioste in una 
Nola alle sue Lezioni di Meccanica razionale e in una Memoria inserita negli Annali di 
Scienze Matematiche e Fisiche di Koma fascicolo di Ottobre ISSI, ho creduto di ommet- 
terle, rimandando il lettore alla Nota e alla Memoria stessa, come pure per pili ampli 
dettagli di questa Teorica, al capitolo sulle serie iperboliche g. SfO dell’Algebra su|icriore 
del Ch. Prof. Giovanni Novi, Firenze tipografia l.e Monnicr. Tedi anche la Trigonometria 
di Serrel, tradotta dal Prof. Antonio Fernicci. A. P. 

(*) In questa Prefazione sono date dalle formule (tt). A. P. 
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lino i risuilali con le ,3') si ha 


cosHm^^ - I =C 0 SM ; senliwK'— I = K— I sena , 
In ;!!)'' diverranno 


( 20 ) 


cos m j’ +y - i scn mx— (cos x + V — \ sen x)"* 
cosmx — f'' - 1 senmx = (cosx — y"— 1 senx," 


come si trattava di dimostrare, a 

APPLICAZIONI 

1. 


Calcolo delle radici delle equazioni di S.” grado. 


.Sia proposto di calcolare numericamente le radici dell'equazione di secondo 
grado 


(I) x*—ipx+q-0 


La formula delle funzioni iperboliche più semplice, colla quale si potrà confron- 
tare questa equazione è 

(2) lanh*;u — lanh;u+1=0 {•). 

' ' ’ tanhx * ' 


(*) Questa formula si ricava da quella cognita di trigonometria 

, Stanra 

tana = 1— , 

I — tan’;a 


da cui 


tan’vaH tanio — 4=0 . 

tana 


Cangi andò qui , tan in 1^— Itanh, avremo 


. Iti Itanhro , „ 

— tan h|a-t-a 4=0 , 

1^— Itanho 


tanh'ì o— 2 — ^tanh ìa-H=0 . 
tanna 


A. F. 
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Infatti se si pone 

(3) ®=:ptanhi« , 

l'equazione (1) divisa per p’ si cambia in 


(*) 


tan’h ; w— 2 — tanh ; u+ -^=:0 , 

p p» 


clic diviene identica alla precedente (2) se si prenda 


( 5 ) 


< - P 

tanbu p 



c siccome la (2) è veriOcata da due valori di lanb ;u, cosi soddisfacendo alle 
due condizioni segnate (S), l’equazione (4) sarà pure veriGcata e l'equazione (1 
sarà verificata dalla posizione (3) . 

Dalla seconda delle (5) si ricava 


(5’) p = n 


e quindi dalla prima si avrà 


(6) 


tanhu = 




Qualunque sia il valore di Vq reale od immaginario che costituisce il secondo 
membro della precedente equazione (6), abbiamo visto nell’articolo 8 che esso 
può sempre essere uguaglialo ad uno dei secondi membri delle equazioni [A,] 
B|) (C,), in cui il settore u sia una quantità reale, e quindi che lo stesso valore 
può essere rappresentato dalla tangente di uno dei settori iperbolici reale od 


immaginario, semplice o complesso che stanno nei primi 




Confrontando pertanto il valore di con uno dogli ultimi membri delle 


dette Ire equazioni, si vede, supposto ^ positivo, che da ?=0 a q=j>‘ , l’ul- 


(•) Si verificherà facilmente col seguilo del calcolo che è inutile attendere al doppio 
segno del radicale, perchè non si otterrebbe alcun nuovo risultato impiegando il segno 
negatiro. 
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y' u 

timo membro delle equazioni (A,) potrà uguagliarsi al valore di — (*) c quindi 

che i settori iperbolici le cui tangenti potranno rappresentare lo stesso valore, 
saranno l'uno o l'altro dei due primi membri dello medesime equazioni (A, . 
Da q — j)‘ a 9 = 00 sarà Tultimo membro delle equazioni (C,) che potrà 

VT 

uguagliarsi a — e i settori iperbolici, le cui tangenti potranno rappresentare 
questo valore, saranno quelli dati dai primi membri delle stesse equazioni 

VT ■ 

Supposto poi 9 negativo e quindi immaginario, si vede che il suo va- 
lore potrà essere uguaglialo da 9='— 0 aq = —x all'ultimo membro delle due 
equazioni (B,) senza che il settore tu cessi di essere reale, c che i valori dei set- 
tori iperbolici le cui tangenti rappresentano questo stesso valore, saranno quelli 
che stanno nei primi membri della medesima equazione (B,). 

Se si fa n = 2 , trzO successivamente nei secondi membri dello formule 


<^1 , e siccome la lanb , ha per massimo 


(•) Quando 9 è positiio e Cp’ , 

P 

valore l'unità, può porsi 

(a) lanh*> = ?^l^_ , 

P 

e quindi ci possiamo volere delle equazioni (A,) |M-r determìn.ire le inhuile longenti iper- 
boliche reali ed immaginarie spettanti all'» reaU ricavato dalla (a). 

Quando 9 h positivo e >p* , ; la (A,) è inservibile e bisogna ricorrere 

P 

alla (CJ, cioè porro 

tanhu n 


(b) 


tanho = ^— 

*q 


I primi membri della (C,) ci daranno le infinite tangenti iperboliche reali ed immagina- 
rie spettanti all'» realt ricavato da (b). 

Finalmente quando 9 i negativo, si ha 2 ; allora nè la (AJ, nè la (C,) ci pos- 

P 

sono piti servire e bisogna valersi dell' equazione (B,{ e porre 


(c) 


V — t lanb» = — 


y= 


q 


Anche qui si avrò u reale e i primi membri della (B,J ci daranno le infinite tangenti 
immaginarie che corrispondono all'ii ricavato da (c). A. F. 

3 
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(A,)' , (A,)" , (B,)’ , (B,)" , (C,)' , (C,)" le tangenti della metà dei detti settori sa- 
ranno date nei rispettivi casi dagli ultimi membri di queste formule nel modo 


che segue 

da 9 = 0 a 7=p’ 

da y=p’ a ij—x 
da 9= 0 a 9= — 00 


tanh ^ tu 

— j 1 -f-y- I tanhitu 
1 — V'— llanhju 

— — 1 tan ; w 


1 

tanh t v 

— t ~y - f tanli ■ w 
1 4 — 1 tanti ; tu 

y'-t 

tan I tu 


Sostituendo questi valori dello laugenti dei semi-settori o quello di f dato 


dalla ( 5 ) nella formula ( 3 ], otterremo nei 

tre casi: 

da 9=1) a 

9 = p« 

" x'~yq tanta 1 tu ; 

m'’= - 
t 

da 9=p* a 

qzloo 

i ~y — \ tanta; tu 

1 

m"= 9 * 

da 9 = 0 a 

7- - 

x'— p' — 9tan ; tu , 

i"= - 


tan A j tu 


ì|/— . 

1 + J'' — I tanti 5 tu 


y -9 

tan; tu 


Le due radici nel secondo caso sono immaginarie e si possono ridurre colle 
note regole alla forma ordinaria degli immaginarii complessi, moltiplicando sopra 
e sotto la parte frazionaria pel rispettivo numeratore, con cui si trova 


ac =:9 



costi tu/ 


ai"=9 ' ^tanhtu 4- 


y-^ \ 

costa tu/ 


ovvero 


x'=p-q 


costata 


rp -9 


costa tu 
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od ancho 




v'-r 


Il calcolo delle radici di secondo grado si riduce dunque a determinare 
con una delle equazioni (A,) , (8,) , (CO . il valore di «> c sostituendo nelle due 
formule corrispondenti al caso che si considera per dedurne w' c m" . 

Risoluzione delle equazioni di terzo grado per mezzo delle trascendenli circolari 

ed iperboliche. 


L'equazione di terzo grado sia rappresentata da 
(1) ai‘—3p3>—iq , 

le cui tre radici sono espresso da 



« 1 = (9 + - p*)* + (, - Kv‘-p*)* 

(2) I p*)* (cos Jn + 1^ — tsen jit) + (7— K?’ — p*) 


®={j + f' 9 ’-p‘)'(cos;ir-»^- l8en!it) + ( 9 -l^?*-p*)’(così>r + V'-lsenjit) . 

A queste tre equazioni si può dare la forma 

D=F'p|(-^.-hV'-1 |/l-^)'{cosJit+K-l sen!n) + (^^^-K-1 l/l-^)’(cos|it-y-1 senSjt)| 
n=»/p|(^-i-f'^/l-^)^{cos!n-f'^8en!ic) + (^-V'IT /l-^)^(co8lrH-K^senin)| 

Queste tre radici offrono tre casi da considerarsi: 

l.° Quando ?’<p* . 2.® Quando 9 *>p* . 3* Quando p è negativo. 

f .® Coro 

Quando 9®<p* si ha la nota soluzione trigonometrica per mezzo della 
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trisezione doli" angolo. A quest' eflello si pone 


- — ncosw, por cui si ha anche r: senw 


ì‘V'1 pVp 

ed i tre valori di x segnati (3^ prendono la Torma 

t I 

X “ V'p 'cosai+V'- f sena) ‘ +Kp ,cos (tf-K'- 1 sento) * 

I _ I 

.rrtp'p cosutV'-I sema) *(coSj!rM^-1soDjn'TK’p{costo-f''-lsenM)*(cosjr-)''-lscnjit) 

t _ I 

x — V p^cosurV' - 1 sen u) * (cos I B- V- 1 sen j n'-i-Vp {ca»t-V -1 senta) * (cos i it-K' - 1 scn ; «) 
ovvero, Tacendo uso del teorema di Moivre, si hanno le (re radici reali 
{ò) X = 2V'pCOSjta , x=2K'p COs(;ta + Jit) , xz:2V'p COS(;ta + j7r) (*) 

2.° Caso 

Quando il valore di costa (formula 3) diviene maggioro dcirunilà 

c quello di senta diviene immaginario, il che ci mostra che il settore ta deve 
essere iperbolico. In questo caso posto 


(G) 


rr coshw 


p^p 


pVp 


ì tre valori di x segnati (3) prendono la Torma 

i - i 

o?r:V'p'coshcirrsenhw)**M^p^cosh<o-senhw)* 


* f'p{coshw^senh w)"’(cos - scn \ Tc!^|^'coshr*»-senhw)'(cos \ scn] m 

vjpzrKp coshw^sonho>)*(cosjir-f'-i 8enju)4*|/'p,[cosh«o-sonhM)*(cos5n+|^-l sonjff'/ ; 


(*) I) caso che qui si è considerato di è quello conosciuto sotto il nome di 

caso irriduUibile , in cui malgrado la forma immaginaria ebe hanno i valori delle Xr** 
radici segniiU! (3), esse sono tutto reali. 

Questa ironaagioarìetà di forma non può farsi sparirò algebrieamente e bisogna avere 
ricorso alle funzioni circolari come qui ò stato fatto. Negli altri due casi di e di 

p negativo non esiste mai che una sola radico reale e le altre due sono sempre imma' 
ginarie; ma anche in questi casi si possono esprimere le radici tanto reati che imma- 
ginarie io forma analoga al primo caso. Senonchò m non può più essere un settore cir- 
colare, ma sibbeoo un settore iperbolico. A. F. 
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0(1 avendosi (x)me abbiamo qui sopra richiamalo 

t ^ 

(costi u + senh m) cosh-Ju + soDh;u ; (coshu-senhu)’= coshjdi- senb^cd 
dunque sarà 

* = y/i (coshjM + senhJu+coshJ'B— senh* m) 

<r';:2-2p'p (cosh jucos jR + l^-lsonh ;usen|ir) 
ai'':=iyp (coah^ucoslR — V'-lscoh ;(usenjit) 

e poiché 

cos Jr =: cosh jcV'-l , t^-1sen f ir = senh | np'-l 

avremo 

i7ì X — 2V'p cosh;M ; ®'x:2P'p cosh(j4»-|irV'-l) ; x"=:2V'p cosh(;ci)+j itp'-lì . 

3 .® Caio 

Quando p è negativo, dalle formulo (6) risulterebbe senht>i>(»sh<ii (*), il 
che non si può supporre, perchè nell'iperbola equilatera il coseno è sempre 
maggiore del seno. In questo caso bisogna porre 


( 8 ) 


pVp 

e considerare p come positivo. 


r = senhu ; |/l+^=coshM , 

' • «v9 


(•) Perchè (»ngiando p in — ^p nelle formule (3) vi comparireUiero i termini 

pVp 

p'o’-t-p* , V'?*-è-p* .. q 

e dove p è ora positivo o “ 7= i per cui seguitando a porre 

pv'p pVppVp 

^ = cosh« ; l/77J = senh« , 


ne verrebbe 


senb»>cosh» . 


A. F. 
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Con qoesl' avvertenza, le fonnule (3) daranno: 

- 1 i 

X =l^;)Jsenhu+cosh(i))* + 1 /'pJsenhu-coshu)* 

t _ I _ 

x' :::I/'p[senhu+coshti>)’(cos -J zfV'-l sen ; n) 4 f'pisenh w-cosh «)*(cos | «r-y'-l sen j re) 

I ____ 

a>"= V'pi.scnho)4cosh<ii)’(cos |re-i^-lsen |n )4 K'pfscnhti>-cosh'ji)*{cos frefK-isen *re' ; 

rormule che si otterrebbero permntando soltanto cosh in senh nelle (G)'. 

Che se 7 fosso negativo si cangerebbe a? in —x nella (1), e le radici otte- 
nute prese con segno contrario ci darebbero le nuove radici (*). 


(*J Nei manoscritti dell'illustre Professore ho trovato alcune applicaxioni alla detcr- 
minasiooe dell' anomafia tvra nelle orbite molto eccentriche e ella ritoluoione di un coso 
di triangolo lirico, ma gli scritti erano talmente incompleti, che ho creduto di omet- 
terli qui. d. F. 
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DIMOSTRAZIONE DEI PRINCIPII 


E DEBCKIZIONE DEL MODO CON CUI 80H0 STATE COSTBDITE 

LE TAVOLE LOGARITMICHE CIRCOLARI ED IPERBOLICHE 

B DEL LORO USO 

DEL PROF. ANOELO FORTI 


1 . 


Equazioni generali. 

Stabilite per la esatta osposiziono che ne ha fatto l'illustre Prof. Mossotti 
la natura e le proprietà fondamentali delle funzioni iperboliche, le quali si pos- 
sono riassumere nelle equazioni; 


L « -« . e +e 

(1) senhu:= — 2 — ; cosbu = — — 

z z 

senhu 

(2 — ; — = tanhw — tane = sent , 

' ' ooshu ^ 


(3) cos’hu- scn’hti)=: I , 

dove u rappresenta il doppio settore iperbolico; f il doppio settore circolare o 
Vargomenlo c r l'angolo trascendenle di Lambert, mi è stato semplicissimo di 
costruire le Tavole delle funzioni circolari ed iperboliche. Si trattava di deter- 
minare il valore numerico, o meglio il logaritmo del valore numerico di 


u , senhu , coshu 


corrispondenti all'argomento f procedente di minuto in minuto da ^=0 a 
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A quest'uopo dalle prime due equazioni (I) ricavo 


•I -a* 

tanh»>= ^ — 

e“ + e ** 


« 


1 


2 » 

e 


+ 1 


da cui 


t +tanhw 
1 — tanhu 


Sostituendo per tanhu il suo valore dato in 9, avremo 


1 +taD9 _ cos^ + seny _ 
~ 1 — tany ~ cos 9 - sen 9 




= tan (^ + 9) 


e passando ai logaritmi tabularii, 


(*) 


log tan ( f + p) 


2 log e 


Dalla formula ( 3 ) ricavo 


coshwV'— ttanh’ù)= 1 


da cui 


(5) cosho) — 

(6) scnhtii = 


senhuf'coth’u— 1 = < . 


cos 9 cos 9 


V'I— tàn’9 V'cos’9-sen*9 1^00529 

1 _ sen 9 _ sen 9 

»^col’h9 — 1 l^cos’9— sen*9 Vcos29 


Le formule (i) ( 5 ) (6) soddisfeno all' uopo. 

Era interessante di avere l'angolo trascendente t corrispondente 
valore dell' argomento 9. Ciò si ottiene per mezzo della formula ( 


sent =. tan 9 . 

Si vede bene che t procede da 0 a 90 ° per 9 da 0 a 45 °. 


ciascun 
che dà 
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Per mettere soit' occhio del lettore il modo spedito con cui ho fatto questi 
calcoli, condizione indispensabile per evitare errori, trascriverò una pagina del 
mio manoscritto da cui ho ricavato il valore di u, senhu, coshu, o r corrispon- 
denti agli argomenti 

9 = 24“ 11' ; 24". 12' ; 24“. 1 3’ ; 24“. 14' , 

servendomi delle pregevolissime Tavole di logaritmi circolari di Von Vega, Ber- 
lino 1859. 


? 

— 

24“ 11' 

24“. 1 2' 

24“.13' 

24“. 1 4' 

log C 08'9 

- 

9,9691088 

9,9600520 

9,9599952 

0,9599384 

log sen 9 

= 

9,6124211 

9,6127023 

9,6129833 

9,6132641 

log tan 9 = log sen r 

- 

9,6523123 

9.6526503 

9,6529881 

9,6533257 

T 

= 

26“.4r.2'',1 

26“42'.22",8 

26“.43'.43'',6 

26“.45'.4'',4 

Iogcos 29 


9,8224042 

9,8221 1 98 

9,8218351 

9,8215500 

;log COs 29 

= 

9,9112021 

9,9110599 

9,9109175 

9,9107750 

C log 4^008 29 

- 

0,0887979 

0,0889401 

0,0890825 

0,0892250 

log — — logcoshu 

r cos 29 

= 

0,0489067 

0,0489921 

0,0490777 

■ 

0,0491634 

I S®»? 1 1. 

log ■■■ -=:=Jog seno « 

r cos 29 

= 

9,7012190 

9,7016424 

9,7020658 

9,7024891 

log tan + 9 ) 

= 

9,6232399 

9,6236331 

9,6240263 

9,6244194 

C log 2 log e 


0,0611900 

0,0611900 

0,0611900 

0,0611900 

ta«(|-t-9) 

21oge 

= 

9,6844299 

9,6848231 

9,6852163 

9,6856094 


(*) Gompiiita le Tavole, mi sono avvisto che io aveva Tallo male ad arrestarmi alla 

4 
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Onde (>er 


? = 

21 ». 11' 

21 ». 12' 

21». 13’ 

21 ». 1 1’ 

T in 

2 r)».H'.2",l 

20 ».i2'.22'',8 

26».13'.13'',6 

20».1.3'.1",1 

log 41 — 

9,68ii209 

9,6818231 

9,6832163 

9,6856091 

logcoshu — 

0,0i89OG7 

0,0189921 

0,0190777 

0,0191631 

log scn h 41 = 

9,7012190 

9,7016121 

9,7020658 

9,7021891 


Per comodo del letloro ho registnilo il seno, la tangente, la cotangente e il 
coseno circolari corrispondcnli a ciascun angolo f>. Per ciascuno dei 30 minuti di 
ogni argomcnio 9, ho dunque destinalo duo pagine; la sinistra per le dette fun- 
zioni circolari c la destra di faccia per r ; logcosh ; logsenh ; logu . 

La tanfi coincido con lanhu. Vi ho poi notalo che 

senr — tanfi ; soerzreosh ; tanr=scnh . 

Ogni colonna ne ha allato un'altra che dà le differenze Ira due logaritmi o tra 
due angoli trascendenti successivi. 

queste Tavolo ne ho fatte seguire altro sotto il titolo Angoli trascendenti; 
Valori rispettivi dei doppii settori iperbolici e /logaritmi delle toro tangenti. 

Kra infatti necessario di avere delle Tavole che dessero il doppio settore 
iperholico in funzione dell'angolo trascendente r assunto come argomento, come 
pure avere il valore del logaritmo del seno t, ossia della tangente fi, corrispon- 
dente a tulli i valori di t da 0 a ” . 

■\ quest' effetto riprendiamo la formula 

Intanfì 

~ 1 - lan fi ’ , 


<|uinta cifra decimale nel valore di C log 8 log e, mentre gli altri elementi ne avevano sette. 
Un valore assai esatto di log log e 6 9,63778i3tt8 (ler cui log 3 log e = 9.93831 13H2 , 
da cui prendendo il complemento si ha 

(a) , C log 8 log e =0,0fil I g.-iesss . 

Facendo questo cangiamento, ho però sempre trovato che la qu.arta cifra decimale 
ilei valori segnati di u che si ricavano da queste Tavole ò rimasto esatto. Nondimeno 
dovendo costruire le seconde tavole che vado a descrivere, ho rimediato a questo incon- 
veniente, perchè in esse vi è dato Fi» non affetto di quell'errore. 

In una ristampa che probabilmente forò di queste Tavole sotto un formalo piti comodo 
e con sette cifre decimali, correggerò assai facilmente la colonna di log w introducendo 
•I numero 'al avendo per quest' oggetto conservalo tutti i manoscritti con cui ho calco- 
late le attuali. 
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ossia 


da cui 


t + sent ,/ , I \ 

e = ; - lanM .-+it) 

I - sent '4 / 


log lan (j + ìt) 

o) =: , 

log e 

da cui ho potato ricavare u coirispondcnlo a lutti ì valori di miuuio in minuto 
di ; t da 0 a j ; ossia di lutti i valori di t da 0 a ^ da due minuti a due 
minuti. 

Per avere tutti i valori di log tan 9 corrispondenti a detti valori di r è ba- 
stalo che io copiassi dalle Tavole dei logaritmi ordinarii il valore del seno di tutti 

gli angoli da 0 a ^ da due minuti in due minuti, giacche come si disse 

tan^^scDT . 

Anche qui porrò soli' occhio del lettore il modo spedito con cui ho costruito 
queste seconde Tavole. 


T ” 

0».02' 

0». 04’ 

0». 06’ 

0". 08' 

0». 1 0' 

log Ben T = log tan 9 = 

6,7647561 

7,0657860 

7,2418771 

7,3608157 

7,4637255 

= 

o^or 

0». 02' 

0». 03' 

0». 04’ 

0». 05’ 

II 

-t- 

t|-* 

45». or 

45». 02’ 

45». 03’ 

45». 04’ 

45». 05’ 

logtan(^ + ÌT) = 

0,0002527 

0,0005053 

0,0007580 

0,0010107 

0,0012633 

logloglan(j -1- Jt) = 

6,4026052 

6,7035493 

6,8796692 

7,0046223 

7,1015065 

Clogloge = 

0,36221 67 

0,3622157 

0,3622157 

0,3622157 

0,3622157 

logtan(j-t-ir) 






loge 

6,7648209 

7,0657650 

7,2418849 

7,3668380 

7,4637222 

— 

0,00058 

0,00116 

0,00175 

0,00233 

0,00291 . 
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Onde avremo 


i • 

1 • 

0®. 01' j 

0». 02' 

1 0».03' 

0®.04' 

0®. 05’ 

log sen T = log tan y = 

6,7647661 

7,0637860 

7,2418871 

7,3668157 

7,463725.6 

Cd — 

0,000.68 

1 0,00416 

0,00175 

0,00233 

0,00291 


Anche in queste Tavolo esiste una colonna allato alla colonna di loglan^ 
e a quella di u io cui sono scrìtte le diilèrenze tra due numeri consecutivi di 
esse. 

2 . 


Formule per le quali si p^ìssa dalle Tavole iperboliche procedenti nell'argomento 
di minuto in minuto, a quelle procedenti di ì in 3 secondi. 


Per avere il valore di t.Iok-o, logcoshu, logsenhu corrispondenti ad 
un argomento f che contenesse anche dei minuti secondi, si commetterrebbe in 
molti casi un errore sensibile se si prendessero le parti proporzionali delle diffe- 
renze dei due valori successivi di essi i cui argomenti differiscono di un minuto 
primo. Per ottenere con maggiore c.sattezza le correzioni da farsi a quest' oggetto, 
ecco le formule che ho dimostrato anche per la idea che, ristampando o io od 
altri queste Tavole, si voles.se far procedere l'argomento di IO in 10 seconili 
come è stato praticato nelle Tavole comuni trìgonometriche. 

Si tratta dunque, avendosi 


log scn r=log tan f 


logu=Iog 


'«"(4+?) 

2 log e 


logcosh(ti= log 


cosy 

ycxisìf 


logsenhurrlog — ^ 

Kcos2? ’ 


trovare gli aumenti che devono subire i primi membri di queste equazioni, 
dipendentemente ad un accrescimento dato a f nei secondi. 

Diamo dunque un accrescimento 3 alla y e gli aumenti ebe ne risulteranno 
nei secondi membri saranno quelli da darsi ai primi. 

Si ha dall'algebra che 

log sen (a; + d) — log .sen x log cos ^ + .M tan 5 cot x 
log eoa (x ^ - log cosx r log cosi - .M tan 3 tan co 

e ponendo per approssimazione 

log cos i = log cos 1 0" — 0 
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avremo 

log sen(o! + ^) -log senxr: Mtan^coto; , 

logcos (aj + i)- log CQs 07 = —Miao } tana; , 

•love 

M = modulo = log e = 0 , 43 i 294 i 8 
Ciò posto cerchiamo ò log sen x . Abbiamo 


loglanip =logseof — logOM^ 
log tao (949)= log sen (9+ 9 ) — log cos (9 + 9 ) 
logtan;94 9 ) — loglan9= (logsen(9+9) - log sen 9) — {log cos (9 + 9 )- log cos 9} 
= M tan9(cot94 tan 9) 


Quindi 


= 2 M 


sen 2 9 


tan 9 


(4 ) A log sen T = M ■ 


SCO 29 

Passiamo a cercare Alogcoshu. Si ha 


tan 9 = 2 M cosec29tan9 


log = logC089-i logcos 29 

• V cos 2 9 

log— ==Ì^= log cos (949) — ; log cos 2 (9 + 9 ) 

1^005 2(9 4 9 ) 

onde 

log [pg [|(^cos(9+9)-logcos9l-{[logcos2(949)-logcos29) 

P'cos2(949) >^cos29 

= — M taa 9 Un 94- ì M tan 2 9 tan 2 9 


= -rM[tan9tan9— ^ tan29tan29) 
= -M (tan 9 tan9- 2 

= -Mtan9tan9(4-;^-^) 




= M tan 9 tan 9 


4 4tan*9 
4 — tan*9 


= M tan 9 


tan 9 
cos 29 ’ 
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avendo fatto per approssimazione tan* 3 = 0 . Onde 

( 2 ) 


tan9 

Aloccoshu = M — si-tantf 
° cos 29 


Con metodo analogo ritrovo 


( 3 ) 


A log senh u =: M 


tan 3 


tao 9 Cos 29 


Passiamo finalmente a A logu . 

tan(y + p) ^ 

log =loglan(j + 9) -log 2 loge 

=logsenQ+9) -logcos(j + 9) -Iog 21 oge 


tan 


log- 


ij+9+») 


'ìloge -logtan(j+9 + a)-log2loge 

= log sen ( j + 9 + a) - log cos ( j + 9 + a) — log 2 log e 

onde 

lan(^ + 9+a) tan(j+9) , 

“ *°8 2 log e ~ = {log sen(-j + 9 + a) - log scn( ^ + 9)] 

- |logcos^" +9 + a)— logcos(j + 9)| 

=M tanacot(j+9)+Mlanaian^^ + 9^ 

=M tana|eot( j + 9) + tan(j +9)! 
tana 


log- 


2 log e 


= 2 M- 


.2(1 + 9) 
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onde 


3.t 


tan d tan 3 

(4) Alogoi=8M — = 2M-iÌV • 

a/" , \ COsSp 

seai[j + fj 

Le (1) (2) (3) (4) ci danno la soluzione del problema che ci eravamo proposti. 

Di formule affatto simili si farebbe uso volendo fare procedere le seconde 
Tavole di 1 0 in 1 0 secondi . 

3. 

USO DELLE TAVOLE 

Non ci resta che mostrar l'uso di queste Tavole in qualche applicazione. 

APPLICAZIONE PMUA 

Risoluzione di un’ etjuazione numerica di terzo grado per mezzo delle Tavole 
circolari ed iperboliche. 

Esempio l.° 

.Sia data da risolvere l'equazione di 3.° grado 
(I) 9»=!T’+tt2,47235ir* + 33IS,l7679ir+5844, 75312=0 (•) . 

Ponendo per un istante 

0=112,47235 6=3315,17679 «=5844,75312 . 


(*ì A questa equazione sono giunta dopo di avere soppresse due radici daircquazione 

Rx] =0,0 1 066 1 , 1 5U3 xV 30,43856 x' — 95,80 1 56 x*— 569,63508 X— 545,471 80=0 . 

in cui l’incognita x rappresenta il rapporto che deve esistere tra il fuoco principale F 
di un obbiettivo acromatico a tre lenti a contatto di cristalli conosciuti (che io mi era 
proposto di rendere aplanatico) e il fuoco principale f, della lente di meno. Dividendo 
l'cquaziona suddetta pel coefficiente del primo termine, ho trovato (aoilmente, valendomi 
del metodo di approssimazione di Newton, 

x,=— 1,53388 ; x^ 4 - 5,71 010 . 

Quindi avremo 

fx 

0,01066 (x-x,) (x-x,) * 

Rimando il lettore agli dnna/i delWaiversità Toscana Voi. V, 1859— 61, e al A'uooo 
Cimento Voi. X, 1859. 
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avremo 


9 (ic) = a:* + a + 6 a> -f- c = 0 

Per Tar sparire il secondo termine di questa equazione, poniamo, come c'insegna 
l'Algebra 

(2) * = J 

avremo: 

, 3 ) . 

Risostituendo ad a e a i i loro valori e facendo il calcolo per mezzo dei logaritmi 
circolari, troveremo: 


Ioga* 

= 4,t0209l4 

log 2 = 0,3010300 

Ioga 

= 2,0510457 

Clog3 

= 9,5228787 

1 

logo* = 6,1531371 

logi 

= 3,5205067 

I “* 

3 

= 3,6249701 

dog 27 = 8,5686362 

Clog3 

= 9,5228787 

0* 

3 

= 4216,67480 

log*^ = 5,0228033 

log 3 

= 5,0944311 

h 

= 3315,1 7679 

^ =105390,94000 

27 

aù 

' I 

= 124288,54000 

‘-r 

=^901,4*801 

e = 5844,75312 

2 a* 
27+' 

= 111235,69312 



+c =111235,69312 

2a» ab 
27" 3 " 

rc=-l 3052,84688 

Quindi 

la (3) diverrà 





■(3)’ r- 

901,4980H-13052,84688 = 0 , 



la quale paragonala con l'oquazione geaerale di 3° grado, privala essa pure del 
suo secondo termine 

.;^-3p+-2y=0 , 

ci darà 

(4) p = 300,3 ; 9 = 6526,42 . 

Cerchiamo il valore di p’ e di 9' e vediamo innanzi lutto a quali dei tre casi di 
risoluzione di un'equazione di 3° grado essa corrisponda. 
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-27135225,123 , 7 *= 123041 58,01 C , 


c però essendo 


•l'yf : 

il caso attuale corrisponde al 2 ® dei tre casi anzidetti e però le rorniule risolu- 
tive, saranno le seguenti: 


^ 1^1, = 2 Kp cosh 

(i)’ \ if, r; 2J/p (cosli ì(i>cos|it T l^-l senh j 4) sen jtr) 

I ifj rz 2Kp (cosò ; 4)C0S j« — l^-l senb j w scn I *' , 


che ci daranno una solo radice reale e le altre due immaginarie. 

Per calcolare queste radici, bisogna cominciare dal determinare scnlijtD , 
cosh jw; e perciò ci rammenteremo che nel caso attuale di p e 7 conviene porre 


i. 7 X Vf- 

eoshu , scnliMzr — ■ — r- 

Pf^P pVp 


Facendo il calcolo di qiic.sti valori, troviamo 


log? =3,8UG750 

Clogp n7, 5221 553 

ClogK'p =8,7610778 
log cosò M =0,0979083 


logp'v'-p’ =3,5945897 
Clogp =7,5221353 
Clogf/p =8.7610778 
(5) logsenhu =9,8778230 


Cerchiamo nelle nostro Tavolo allo colonne di coshu c senhu questi rispet- 
tivi valori 0 troveremo che all argomento .p=31®. 4' si ha 

log cosh 4 ) = 0,09791 (3)' logsenh 4 >= 9,87783 

che diOeriscooo pochissimo dai precedenti segnati (5). Cerchiamo il valore di 
log 4 ) corrispondente ai valori (5). 

Il log dell' 4 ) corrispondente ai valori (SV lo ritroveremo sulla stessa linea 
orizzontale di 7 = 31°, 4' nella colonna avente per intestatura 2 setth, che significa 
come si disse log 4 >, essendo sottintesa la parola log. 

Trattandosi di calcoli approssimativi, potremo determinare il log 4 > corrispon- 
dente alle (5), interpolando le diUercnze segnale nelle colonne 0, dirimpetto ai 

S 
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vjiloH delle funzioni iperboliche corrispondcnii ai due argomenti successivi 
y = 3l“.3’ c y-aiM’. 

Dirciiio dunque 

per 5>r:31“. i' , logcosh«= 0,09791 ; logu=9,8i3i2 ; 
per 9 = 31“.3' , logcoshuziO, 09773 ; log'a=9,84283 ; 


sottraendo, avremo 

A log cosh un 0,0001 6 ; AlogunO, 00039 . 

Il logcoshu segnato (5) differisce da quello corrispondente aU’argomcnto 

di 0,0000017 , 

onde diremo: 

so alla diminuzione di 0,00016 del log coshu, corrisponde 
la diminuzione di 0,00039 nel logu ; 
alla diminuzione di 0.0000017 del logcoshu, corrisponderà 
la diminuzione di y nel logu ; 


ossia avremo la proporzione 

0,00016 : 0,00039=0,0000017 ; y (*', 


da cui 
Quindi 


ynO.OOOOOiI . 


logu=9, 84322-0,0000041 =9,8432159 . 

Ora ricorro ai logaritmi circolari per avere u, e trovo 

u=0,696973 . 

Quindi 


— = 0,232324 
«> 


E aul si affacciano due metodi per determinare i valori numerici di 

•jì ^ 

logcosh-^ e logscnh -- 
<3 «j 


{*] Invece di confronUre i due valori successivi di log« coi corrìspoodenti di logcoshw, 
sarebbe sialo iodiflerenle confrontarli coi due valori corrispondenti di logsenhw . 
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con cui poter calcolare le (4)'. Possiamo non passare per il doppio settore circo- 
lare f, ovvero passare per esso: cioè possiamo servirci dello sole Tavole ipcr- 
Iwlichc, oppure occorro di associare ad esse quelle ordinarie trigonoinetriclie e 
numeriche. Giova cho esponiamo entrambi i metodi, anche a titolo di riprova . 

Primi» Metodo 


Andiamo nelle nostre Tavole che hanno per argomento j t a cercare che 
valore ha l'angolo trascendente t corrispondente ad un doppio settore i|)crtKi- 
lico, cioè ad un' u la cui misura è 0,332324 . 

Troviamo che ad 

u=:0, 23183 , corrisponde jt=6“,33' 

Dalla Tabella stessa, ricaviamo che a 

Ajtz:!' — 00" , corrispondo Au- 0,00060 

D'altronde 

0,23243-0,232324^:0,000126 , 

onde interpolando, diremo: so 

alla diminuzione di 0,00060 nell' u, corrisponde 
la diminuzione di 1' nel ^ r ; 

alla diminuzione di 0,000126 nell'u corrisponderà 
la diminuzione di y nel ; c . 

Avremo dunque la proporziono 

0,00060 : 60" :r 0,000 126 : y 

da cui 

y-\r,6 , 

Onde al nostro doppio settore z: 0,232324 , corrisponde 


e quindi 


ìt=6». 36'- 12”, 6-6“.35’.47",4 , 


T= 13®. 11'. 34", 8 . 


Ora andiamo a cercare questo angolo nella colonna dei t contenuta nelle prime 
Tavole e troveremo che a 

T=1 3®. 1 1'. 09" corrispondono logcosh = 0,01160 ; log senh = 9, 36975 . 
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Uiilla slessa Tiiliella, ricavo che a 

Ar — r, 5" corrispondono Alogcosh = 0,0000i ; A log senti = 0,00062! . 

Il' altronde 

i 3«. 1 2', I i" - 1 3". 1 1 34", 8=39", 2 . 

Onde chiamando 3 e le diminuzioni che dorranno subire il logcosh , e il 
log senti corrispondenti a t=l3“, 12'li" perla diminuzione di 39", 2 di quiN 
st' angolo T , si avranno le due proporzioni: 

t’.S" : 0,00004 = 39", 2 : 3 
l‘.3" : 0,00002 = 39", 2 : i' 

da cui 

^=0,000024 ; a' = 0,000373 

(l) 

onde al nostro -^=: 0,232324 corrisponderanno 

logcosh “=0,011640-0,000024 = 0, OUfllO , 

3 

log senti ^=9,370370 -0,000374 = 9,369998 ; 

di cui ci serviremo (ler calcolare le ^4}' . 

Secondo Metodo 

Andiamo a cercare nelle prime nostre Tavole che argomento corrisponda 
al doppio settore iperbolico 

■^=0,232324 , 

3 

A quest'oggetto riprendiamo la Tormula 
log lan(^ + 

OJ ~ — -■ ■ -Il 

2 log e 

da cui 

2u loge=log tan , 
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la quale per noi diviene 

(C) 2 j log log tan Q +?) ■ 

Calcoliamone il I.® membro. Si avrà 

log2 =0,3010300 

Iog“- =9,3060946 

«5 

logloge =9,6377843 

log2 I loge =9,3049089 
2^1oge =0,2017943 , 


die sostituito in (6) dà 

logtan ^-^ + 9^=0,2017943 . 

Ma si ha in approssimazione 

log tan (57®. 51'. 24") =0,201 7943 , 


dunque 

-'+9=57®. or. 24" , 

da cui 

9=12®.51’.24" , 

onde 

logscnh -^=Iogsenh (1 2®. 51',24") ; logcosh y=logcosh (12®. 51',24"', . 


Ora ritorniamo alle nostre Tavole iperboliche per ritrovarvi i valori dei 
secondi membri. Noi vi troveremo: 

logcosh(12®.32’l=0,0H64 ; log senh (12®. 52') =9,37037 

logcosh(12®.51')=0,01160 j logsonh(12®.51') = 9,36975 . 

Sottraendo, si avrà 

Alogcosh =0,00004 ; dlogsenh =0,06062 , 

quindi per approssimazione stabiliremo le due proporzioni 
60"; 0,00004 = 24"; 3=0,000016 , 60" : 0,00002=24" ; 3'=0,000248 . 
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Quindi 


log scn h :r log sen h (1 2». 51'. 24") = 9,369998 


log cosh I =logcosh (1 2 ". 5 1 2 4 ") = 0.0 1 1 Gl 6 . 


Ora non re.sla che sosliluire questi valori nelle (4)'. Ecco il tipo del calcolo. 


log 2 =0,3010300 

Ing^/p =1,2389222 

logcosli-j =0,0116100 

1.3315082 


24^/)Cosh — 35,609690 


log 2 

= 0,3010300 

log 2 

= 0,3010300 

logl/p 

= 1,2389222 

logj'p 

= 1,2389222 

t 

log COSI! — 

= 0,0116160 

Ci) 

log sen h y 

= 9,3699980 

logcos Jr 

= 9,6989700 

logsenh jn 

= 9,9373306 


{,2305382 


0.8474808 

• Ci} 

21'pcosh^cosjjr 

=-17,804844 

Ci) 

iKpsenh — sen- 

o 

1 51 = 7,038311 


Quindi le 4)' diverranno 

<p,— 33,609690 

■|,= - 17,804844 + 7,0385HK~I’ 
+,= -17,804844-7,038511»'“ , 


che saranno le Ire radici della (3)' . 

Esse poi daranno in virtù della posizione (2) , 

u-, = +,- 1^=- 33,609690 -37,490783 

!c,=+,- 4= - -37,490783 

_i7,804844-7,0383I1»'-Ì -37,0490783 , 

ossia finalmente 

or,-- 1,881093 

,T,= - 55,293627 + 7.03831 1»'^ 

3^,= - 35.295627 -7,038511»'^ , 

che .sono con molla approssimazione le tre radici della proposta (1) . 
Infatti facendo la prova con la radice reale x, si troverà 

y(a!,1 — — 0,08 , 
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che differisce poco da zero, avuto riguardo ai numeri alquanto grossi che for- 
mano i coefficienti della proposta. 5>e questi fossero stali numeri più piccoli, 
come in generale sogliono essere, lo correzioni dei logaritmi ottenute interi>u- 
lando le differenze date dallo Tavole, sarebbero caduto su cifre decimali lontane 
dalla virgola, nel mentre che qui sono talvolta cadute sugli intieri stessi dei 
prodotti. 

Ad ogni modo il vantaggio della risoluzione delle equazioni numeriche di 
3.° grado per mezzo delle funzioni iperboliche è incontrastabile, considerando 
ch'esse ci danno ad un tempo tutte c tre lo radici e che ci avvertono innanzi 
tutto se una sola di questo o tutte o tre sono reali. 

Esempio 2.“ 


Consideriamo l'equazione di 3.“ grado 

ly - 2,87G I i -t- 3,1 3783 1 ,1 3967 = 0 

Ponendo al solilo 




2,876 U 


per far sparire il secondo termine dcircquazione, avremo la trasformata 
^-1-0,38046^-0,10626 = 0 , 

che paragonata con l'equazione 

— 3ptji - ì^~0 , 


somministra 


p=- 0,1 2682 ; ^=- 0,0331 3 ; 


sicché p essendo negativo, ci troviamo liel 3.° caso della risoluzione delle equa- 
zioni numeriche di S." grado; perciò dovremo porre 


senhw=— ; coshti>= 

pVp pVq 

e considerarvi p positiva. 

L'unica radice reale sarà qui 

i|i, = 2P'p senh ju , 

e questa si calcolerà come nel precedente esempio. 



li 

APPLICAZIONE PP.CONDA 

Determinazione numerica dei valori di Alogaonr , Alogcoslitd, Alogsenliu, Alogu 
per effetto di un accrescimento J^IO" attribuito ad un argomento dato y . 

Facciamo e rargoiuento dato sia 9 = 27”, 34'. Si vogliono quindi 

i valori di 

logscnr ; T ; logcoshu ; logsenhw ; logu , 
corris|ioDdcnli all' argomento 

9= 27». 34'. 10” , 

e vogliasi inoltre che i logaritmi sieno espressi con sette cifre decimali, e gli 
angoli r coi decimi di secondi. 

t.» Dalla formula (1), .Art. (2) ricaviamo ' 

AlogscnT = Alogtan 9 = 2 logecoscc 29 tani} = 21ogecosec 5!>“;0H' tan IO" . 
Ecco il prospetto del calcolo 

log 2 =0,3010300 

logloge =0,6377813 

log cosce (35». 08') =0,0859296 
log tónto" =5,6835749 

log A log tan 9 =5,7103188 

Alogtun 9 = AlogscnT = 0,00005l32 . 

Dallo nostre Tavole si ha 

log tan 27», 34' =9,7 1771 

A log tan 27», 34' =0,0000313 

log tan (27”, 34'. 10”) =9,717761 3 = logscnr . 

Onde all'argomento 9 = 27”, 34'. 1 0" corrispondo 
r = 31».28'. 25'',8 . 

2.» Dalla formula (2' .Art. (2) si ha nel nostro caso 
A log cos II lu = log e tan 9 sec 2 9 tan J = log e tan 27", 3 4' sec 55», 8' ta n 1 0" , 
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iivremo logloge “9,6377843 

logtan27».34' =9,7177094 
log8ec33®.8’ =0,2428536 

logtanlO" =6,6855749 

logAIogcosliu =5,2839242i 
Alogcoshc» =0,0000192 , 

Dalle nostre Tavole si ha che airargomento 27°. 34', corrisponde 
logcosh =0,06909 
Alogcosb =0,0000192 

iogcosh'A) =0,0691092 

K questo sari il valore di logcoshucorrispondento all'argomeDl09=27°.34'.IO". 

Calcolando analogamente le formule (3) c (4) Art. (2) pel caso che trattiamo, 
troveremo con la stessa facilità che 

3. » logsenhM =9,7868703 

4. ° logu -=9,7628037 , 

corrispondono all'argomento indicato (j» = 27°. 34'. 1 0". 

API-LICAZIONE TERZA 

Caduta di un grave in un mezzo resistente. 

Le funzioni iperboliche sono state felicemente applicate alla teorica del- 
l'ASfcsa e discesa dei gravi. Infatti 1.° esso conservano alle formule che danno la 
■liscosa, una perfetta analogìa colle corrispondenti circolari che determinano 
l'ascesa; perciocché da queste si passa alle prime con un semplice cangiamento 
di segno ad una costante, o colla sostituzione delle funzioni iperboliche alle 
analoghe circolari. Se invece si facesse uso degli esponenziali, quest'analogìa 
sparirebbe. 2.° Siccome all'ascosa di un grave succede la sua discesa, lo for- 
molo che l'aciximpagnano nella prima, sono surrogale, non da diverse, ma da 
analoghe iperboliche tosto che esso comincia a discendere. 

K perciò che l'illustre Prof. Mossotti ha trattato questa teorica nella sna 
Meccanica razionale col mezzo delle funzioni circolari ed iperboliche (*). 

Lo spazio z che descrive un corpo che cade per un tempo t in un mezzo 

(•) Sino dal 1819 il Prof. MossoUi pensò alle Tavole iperboliche, senta conoscere 
quelle che giò aveva pubblicato il sig. Gndermann nel Giornale di Creile. 

6 
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resistenlc, e la sua velocilà t' alia Bue di quel tempo, vengono dati da 
cosh|(t+e) 

(1) *=-ilog ; (2) e^itanh® (t + c) , 

^ cosh|-r 

dove c è una costante da determinarsi coi dati della esperienza. 

Supponiamo che quando { = 0 sia v = 0, allora la (2) ci darà 

0 = JI(taah c , 
k 

e siccome nè k, nè g' sono nulli, sarà 


tanh |-e=:0, ossia c~0, e quindi cosh(0) = 1 , 


per cui la (1) diverrà 


(3) s=|, logcosh^-t . 


Rappresentino A la densità del mezzo; D quella del mobile, che possiamo sup- 
porre essere una sfera di raggio r; o la sua velocità iniziale; g la gravità, la 
forza acceleralricc f della sfera al principio della sua discesa sarà 


f=9 


D - A , y (n -t- n'I A 


D-(-iA 


D-f-iA 




Ad I, Poisson ha dato il valore di j ed è dovuta alla massa del fluido chtj aderi- 
■sce al corpo e che cade insieme ad esso; n -i-n' sono due cocfricicnli numerici 
che riguardano la resistenza prodotta dalle curve secondo cui si piegano i 
filetti fluidi dinanzi e dietro la sezione equatoriale della sfera o ^ è un coeflìcente 
costante che varia colla natura del fluido. 

Rappresentando con k la velocità massima di cui dovrebl» essere dotato il 
grave per rendere nulla la sua forza acceleratrice f avremo 


da cui 


e ponendo 


D — A _ , y(n4-n'ì A 


'D-fiA' 


D-(-iA 




(t) 


(S) 


'yfn-Pn'lU / ’ 


' y(n-|-n ) 
D-A 


9-g 


D-MA 


lo equazioni (4) e (S) determinano completamente la * nella (3) . 


(•) Vedi Mtccaniea raiionaìe del Prof. O. F. Mossotti. Virente Tipografia Pialli, 
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Preodenilo per 9 la gravità all' equatore, per A Ja densità deH'aria rispetto 
all'acqua la cui densità è assunta per unità, per D qoella del ferro di cui ho 
supposto formata la sfera e fecendo per approssimazione /(n+n‘) = come 
usano gl' idraulici, poi facendo r=: 1 , tnIS", avremo 

g=y,160U . A = 0, 001293187 . D = 7,778 

, log = 4,5067994 , |'t=0, 2617124 

per cui la (3) si ridurrà 

( 6 ) 3=^logcosh(0,26l7l24) . 

Dalle nostre seconde Tavolo troveremo, interpolando, che ad 

0,26 171 24 corrisponde Jt::: 7“. 24'. 48", 24 e quindi t=: 1 4®. 49'. 36", 48. 
Andiamo ora alle prime, ed al solito interpolando, ricaveremo che a 
t- 14®. 49’. 36", 48 corrisponde logcosh u= 0,01 4708 
Quindi dalla ( 6 ) ricaveremo • 

log I =: log^ + log logcos h [0,26 1 7 1 24) — log ^ 4 - log 0,0 1 4708 
Fatto il calcolo, ci darà 3 = 457", 422 , 

che sarà prossimamente io spazio che descriverà la nostra sfera nel seno dell'aria 
all'equatore nel tempo di 16" partendo dalla quiete. Ho detto per approssima- 
zione, poiché j'{n4-n’)i = i che soddisfa abbastanza per l'aria e una palla di 
vetro di cinque pollici inglesi, noi l'abbiamo posta per la nostra. 

4. 

Poiché abbiamo avuto occasione di rammentare le Tavole del sig. Gnder- 
mann, gioverà che ne diciamo qualche cosa prima di chiudere questa Prelazione. 

Nei Voi. VI, VII, Vili e IX. del Giornale di Creile, il sig. Gudermann ha 
inserite lo sue Tavole iperboliche, le quali sono di due specie. Le prime danno 
l'angolo trascendente, ch'egli chiama numero longitudinale ( longiludinal Zahl) 
quando è dato il doppio settore iperbolico, ch’egli chiama numero di lunghezza 
{Utnge zahl) e viceversa; le altre danno i logaritmi di senh, e di cosh, dato 
essendo il doppio settore. 

Queste seconde peraltro non cominciano dal doppio settore =0, ma sibl>em^ 
dal doppio settore =2 in poi, poiché, secondo dice egli stesso, le prime non 
si prestano bene ad un rapido uso, quando il doppio settore è maggiore di 4 



ìg 


Onde l'uso delle Tavole del sig. Gudcrmann non ò uniforme. Se il doppio settore 
dato è >2, allora le sue seconde Tavole si prestano direttamente a dare i 
logaritmi dello funzioni iperboliche corrispondenti; se al contrario è <2, allora 
conviene ricorrere alle prime che danno invece l'angolo trascendente, ottenuto 
il quale per ricavare i logaritmi delle funzioni iperboliche corrispondenti, è 
d'uopo ricorrere alle Tavole logaritmiche ordinarie. 

Invece l'uso delle nostre Tavole è uniforme e più semplice. Imperocché se 
è dato il logaritmo del doppio settore, si ricava subito dalle prime il log senh, 
e il log cosh; e viceversa. Se poi è dato il valore numerica del doppio settore, 
le seconde Tavole danno Tangolo trascendente corrispondente, e quindi risa- 
lendo alle priuie, si può anche ricavare da esse con semplici interpolazioni i 
logaritmi delle corrispondenti funzioni iperboliche. 

Ma il vantaggio principale delle nostre Tavole e por coi le crediamo essen- 
zialmente superiori a quello del sig. Gudcrmann, si ò quello di dare i logaritmi 
tanto delle funzioni iperboliche, quanto delle funzioni circolari ordinali secondo 
uno stesso argomento, che è il doppio settore circolare, c quindi di potere avere 
con esso il modo più facile e spedilo di calcolare le formule, che contengono 
riunite le unc e le altre funzioni. 

Che so un giorno esse verranno estese ad argomenti procedenti di 10 
in 10 secondi c con sette cifre decimali, allora, dato essendo numericamente 
il valore di una funzione qualunque circolare ed iperbolica, ovvero del suo 
logaritmo, si corcasse quello delle corrispondenti funzioni, si potrà fare a meno 
assolutamente di associare allo nostre Tavole, quelle dei logaritmi ordinarii dei 
numeri, anche nel caso che il problema richiedesse una grande esattezza, nello 
stesso tempo che l'angolo o la funzione iperiralica data, non fossero contenute 
esattamente nelle Tavole; perciocché l' interpolazione delle differente non produr- 
i-chhe allora errori sensibili. 

Nell'applicazione che ho dato qui sopra delle funzioni iperl>oliche alla 
risoluzione delle equazioni di 3°. grado, ho fatto notare che anche cosi come 
sono le nostre Tavole, il metodo d'interpolazione conduce ad errori affatto tra- 
scurabili. Certamente l' interpolazione non può usarsi per i valori di y assai 


vicini a 


a 

l 


; ma questo inconveniente si riscontra anche nelle Tavole ordinarie 


pei logaritmi dei numeri assai piccoli; pei coseni assai grandi cc. 

È perciò che ho dato lo formule con cui si possono calcolare con mollissima 
approssimazione o speditezza le piccole correzioni corrispondenti all aumcnto di 


ì secondi nell argomentn dato, essendo J -10". 
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